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1 引言
数字图像处理和视频目标跟踪中，经常要对目标形

状进行检测和识别[1-2]，而一般目标形状可以用椭圆进行

拟合[3]。大量关于椭圆检测的方法集中于最小二乘法和

Hough 变换法。最小二乘法是随机误差符合正态分布

的最大似然估计 [4-5]，将其运用于椭圆拟合中，即为多元

线性回归，所有样本都参与运算，不但计算量大，而且，

容易引入误差较大的样本点，使椭圆拟合产生偏差。文

献[6]先随机选取 6个点拟合椭圆，然后计算与此椭圆匹

配的样本点，匹配样本点多的为最优椭圆，剔除了误差

较大样本点 [6]。文献[7]基于非线性最小二乘法，寻找与

边界点欧式距离最短的椭圆进行拟合[7]。Hough变换是

将原图像坐标空间映射到参数空间 [8-10]，在参数空间中

寻找累积对应点，容错性和鲁棒性都较好，参数在不超

过二维的情况下，效果较理想，但参数空间增大，计算量

将急剧增大。椭圆参数包括中心点位置、长短半轴大

小、偏转角度。文献[11]引入内切椭圆的思想，对图像中

边缘点分布进行分析，提出一种基于弦中点的 Hough变

换椭圆检测方法 [11]。文献[12]从采样点距离限制、形状

控制、椭圆判别式三个层次对采样点进行判断，减少了无

效样本点[12]。文献[13]提出一种基于样本点离心率的椭

圆拟合方法，保留高权重数据点，丢掉较低权重数据点。

在视频目标跟踪中，需要对目标进行椭圆拟合，尤其是

跟踪人脸，采用最小二乘法或 Hough变换及其衍生算法

对目标进行椭圆拟合，需要较为复杂的预处理工作。

本文将物理学中的转动惯量[14]，也称惯量矩[15-16]，运
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用于数字图像目标的椭圆拟合方法中。首先，需要将彩

色图像转换为灰度图像，获取目标的概率密度分布，或

者是采用图像分割的方法获得目标区域，得到关于目标

的一个类似均质平面体，这个平面体的中心位置用求质

心的方法获得，将图像坐标系的原点移动到此质心位

置，然后根据过形心的主轴惯量积为零的条件，求得主

轴方向角，并推导得出关于形心主轴的转动惯量，最后

由转动惯量求得长、短半轴的长度，从而获得拟合后的

椭圆各项参数。

2 椭圆表示
二维平面坐标中，椭圆的一般方程表示为：

Ax2 + Bxy +Cy2 +Dx + Ey + F = 0 （1）

式中 A、B、C、D、E、F 六个参数分别为常数。标准椭圆

方程为：

x2

a2
+

y2

b2
= 1 （2）

标准椭圆参数方程为：

ì
í
î

x = a cos(θ)

y = b sin(θ)
（3）

其中，θÎ[02π] ，如果椭圆中心平移到坐标 (x0y0) ，并

旋转 φ角度，则平移、旋转后的椭圆参数方程为：

ì
í
î

x = a cos(θ)cos(φ)- b sin(θ)sin(φ)+ x0

y = a cos(θ)sin(φ)+ b sin(θ)cos(φ)+ y0

（4）

3 椭圆拟合

3.1 预处理
最小二乘法、Hough变换通常都要在拟合前对图像

进行目标分割、二值化、边缘轮廓提取等预处理操作，以

得到目标边缘的点集。

目标边缘点的准确获取是椭圆拟合的关键所在，基

于惯量矩的椭圆拟合方法，可以不限于对目标边缘进行

提取，只要知道目标的概率密度分布就可以，这更加适

合于视频目标跟踪中，在获知目标特征模型后，在图像

上进行反向投影，便可以得到目标的密度分布图，类似

于平面薄片。

3.2 目标惯量矩和旋转角度
设在图像坐标平面上像素点数为 n ，分别位于点

(x1y1)(x2y2)(xnyn) 处，密度，即对应的像素大小分

别为 m1m2mn ，则质心坐标为：

x0 =
å
i = 1

n

mi xi

å
i = 1

n

mi

y0 =
å
i = 1

n

mi yi

å
i = 1

n

mi

（5）

对 x 轴、y 轴的转动惯量依次为：

Ix = å
i = 1

n

y2
i mi Iy = å

i = 1

n

x2
i mi （6）

图像坐标原点平移到椭圆中心坐标 (x0y0) 位置处

的转动惯量为：

Ix = å
i = 1

n

(yi - y0)
2mi Iy = å

i = 1

n

(xi - x0)
2mi （7）

原坐标系 x-y 原点平移到椭圆中心后旋转 φ ，得到

目标形心主轴坐标系 x1-y1。

坐标变换公式为：

ì
í
î

x1 = (x - x0)cos(φ) + (y - y0)sin(φ)

y1 = (y - y0)cos(φ) - (x - x0)sin(φ)
（8）

图形对形心主轴的转动惯量、惯量积分别为：

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

Ix1
=

Ix + Iy

2
+

Ix - Iy

2
cos 2φ - Ixy sin 2φ

Iy1
=

Ix + Iy

2
-

Ix - Iy

2
cos 2φ + Ixy sin 2φ

Ix1 y1
=

Ix - Iy

2
sin 2φ + Ixy cos 2φ

（9）

由形心主轴惯量积为零，可求得旋转角度 φ为：

φ = 1
2

arctan
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

2Ixy

Iy - Ix

（10）

如果 2φÎ[-π/2 + π/2] ，则 φÎ[-π/4 + π/4] 。

将此结果代入式（9）中，可得形心主轴惯量矩的大

小分别为：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

Imax =
Ix + Iy

2
+

(Ix - Iy)
2 + 4I 2

xy

2

Imin =
Ix + Iy

2
-

(Ix - Iy)
2 + 4I 2

xy

2

（11）

若 Ix > Iy ，则旋转后，形心主轴转动惯量 Ix1 = Imax ，

此时，旋转角度 ϕ 为长轴与 y 轴的夹角；若 Ix < Iy ，则

Ix1 = Imin ，此时，旋转角度 ϕ为长轴与 x 轴的夹角。

3.3 椭圆参数
椭圆形平面薄片，密度均匀，则质心与形心重合，椭

圆中心点坐标见公式（5）所示。平移原点后，图形对 x 轴

的转动惯量为 Ix ，对 y 轴的转动惯量为 Iy ，当 Ix > Iy ，拟

合后椭圆的长轴与 y 轴的夹角为 φ，φ的数值见公式（10）

所示，φÎ[-π/4 + π/4]，φ > 0 ，椭圆在 y 轴的右侧，φ < 0 ，

椭圆在 y 轴的左侧；当 Ix < Iy ，椭圆长轴与 x 轴的夹角为

φ，φ > 0 ，椭圆在 x 轴的右侧，φ < 0 ，椭圆在 x 轴的左侧。

椭圆的长半轴 l 和短半轴长 w ，由转动惯量获得，

计算结果为：

l = 2
Imax

å
i = 1

n

mi

w = 2
Imin

å
i = 1

n

mi

（12）

3.4 方法步骤
该椭圆拟合方法步骤如下：

（1）选定图像中要拟合的目标物体，如图 1（a）中的

水杯，对图像进行预处理。
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（2）图像预处理可以采用图像分割或运用目标模型

进行概率密度投影的方法，示意图 1（b）是采用对水杯颜

色进行核函数直方图统计的方法获得目标模型，然后用

直方图反向投影获得目标的概率密度分布图。

（3）求取目标密度分布的质心，将图像坐标系原点

平移到此质心位置，求此目标密度分布对平移后坐标轴

的转动惯量 Ix、Iy 和惯量积 Ixy 。

（4）将平移后的坐标轴旋转到与目标形心主轴相重

合位置，如图 1（c）所示，旋转角度 φÎ[-π/4 + π/4] ，计

算形心主轴转动惯量和惯量积，因为形心主轴惯量积为

零，所以，结合平移轴的转动惯量和惯量积特性，可以推

导得出旋转角度 φ，进而得到形心主轴的转动惯量，由

平移轴的转动惯量和惯量积特性可得到：当 Ix > Iy ，φ

为椭圆的长轴与原垂直 y 轴的夹角，φ > 0 ，椭圆偏向原

y 轴的右侧，φ < 0 ，椭圆偏向原 y 轴的左侧，当 Ix < Iy ，

φ为椭圆长轴与原水平 x 轴的夹角，φ > 0 ，椭圆偏向原

x 轴的右侧，φ < 0 ，椭圆偏向原 x 轴的左侧。

（5）根据形心主轴转动惯量与椭圆长半轴 l、短半轴

w 的关系，即公式（12），推导得出椭圆的长半轴和短半

轴，图 1（d）是拟合后的结果。

4 实验结果与分析
实验硬件平台为CoreTM i5处理器，软件平台为Win7

操作系统下的 Matlab 仿真软件。实验测试对象为图像

中具有椭圆形状的目标物体，图像预处理是首先采集目

标颜色特征，然后根据目标模型投影创建概率密度分布

图，对密度分布进行椭圆拟合。

第一个实验对象为倾斜的粉红色水杯图像，图像大

小为 1 280×720，如图 2所示。

图 2 为用水杯颜色投影创建的概率密度分布图，

图 2（a）是用基于惯量矩的方法直接对密度图进行椭圆拟

合后的结果。从图 2（b）可见，水杯被白色椭圆形框准确

圈住，椭圆长半轴 l = 112 ，短半轴 w = 84 ，转动惯量 Ix > Iy ，

长轴与 y 轴的夹角为 43°，中心点坐标为（428，357），检

测时长 0.003 2 s。图 2（c）为边缘检测的结果，图 2（d）为

用最小二乘法对边缘检测后二值图像进行椭圆拟合的

结果，从图中可见，拟合结果并不准确，出现了偏差，分

析偏差原因主要是水杯边界点不清晰，而且存在较多的

杂散点，检测时长 0.025 9 s，显然比本文算法更加耗时，

计算量更大。

第二个实验为用椭圆拟合偏转的人头，图像大小为

128×96，如图 3 所示。图 3（a）为原图像，图 3（b）为人头

概率密度分布图，图 3（c）为人头椭圆拟合结果，椭圆长

半轴 l = 49 ，短半轴 w = 28 ，转动惯量 Ix > Iy ，长轴与 y

轴的夹角为 - 31°，夹角为负值，椭圆向左偏转，中心点

坐标为（60，54），椭圆能精确框定人头区域。图 3（d）为

边缘检测后用最小二乘法拟合的结果，由于无法得到准

确的人头边界样本点，因而导致椭圆拟合结果出现较大

误差。

第三个实验对象为含有任意摆放的 7 个鸡蛋的图

像，图像大小为 655×586，如图 4 所示，图 4（a）为鸡蛋颜

色概率密度分布图，图 4（b）中白色圆圈是对鸡蛋进行椭

圆拟合后的结果，从图中可见，白色椭圆和鸡蛋边界较

为吻合。

为分析方便，将鸡蛋进行数字编号，7个鸡蛋的椭圆

拟合参数见表 1所示。

从表 1中可见，鸡蛋 1、3、7的转动惯量 Ix < Iy ，旋转

角度为椭圆长轴与 x 轴的夹角，鸡蛋 1 的角度为负值，

（a）原图像 （b）密度灰度图

（c）形心主轴 （d）拟合结果

图 1 椭圆拟合过程

（d）直接最小二乘法椭圆拟合结果（c）边缘检测

（b）基于惯量矩的椭圆拟合结果（a）概率密度分布图

图 2 水杯椭圆拟合

（d）最小二乘法拟合结果（c）基于惯量矩的拟合结果

（a）原图像 （b）密度灰度图

图 3 人头椭圆拟合
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说明拟合椭圆长轴在 x 正半轴的左侧，鸡蛋 3、7角度为

正，椭圆长轴在 x 正半轴的右侧；鸡蛋 2、4、5、6 的转动

惯量 Ix > Iy ，旋转角度为椭圆长轴与 y 轴的夹角，鸡蛋 2

的角度为负值，椭圆长轴在 y 正半轴的左侧，鸡蛋 4、5、6

的角度为正，椭圆长轴在 y 正半轴的右侧。

第四个实验为对实心椭圆形平面体的二值图像进

行椭圆检测，图 5（b）和图 5（c）分别是对图 5（a）进行右

转 90°和左转 90°后得到的图像，图像大小为 500 像素×

500像素，从图中可见，红色椭圆准确圈在椭圆体的外边

界，各项参数见表 2所示。

表 2 依次给出了各椭圆中心点坐标、长短轴大小、

旋转角度和算法时间，同时给出了最小二乘算法在相同

条件下的检测时长，比较可见，本文算法检测时间远低

于最小二乘算法，具有实时性，且具有较高的检测精度。

5 结束语
文中提出一种不同于传统最小二乘法、Hough变换

法的椭圆拟合方法，不需要对图像进行边缘检测等预处

理工作，只要获得目标的分布区域，就可以用基于惯量

矩的方法计算获得椭圆参数，具有实时准确性。用目标

颜色投影创建概率密度分布图，获得目标分布区域，然

后用基于图像惯量矩的方法拟合椭圆，多组图像实验验

证了该方法可以准确拟合椭圆。
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（a）概率密度分布图 （b）鸡蛋椭圆拟合结果

图 4 鸡蛋椭圆拟合

编号

1

2

3

4

5

6

7

惯量矩

Ix < Iy

Ix > Iy

Ix < Iy

Ix > Iy

Ix > Iy

Ix > Iy

Ix < Iy

中心点/pixel

（202，144）

（124，298）

（285，481）

（462，415）

（500，221）

（379，129）

（314，300）

长短轴/pixel

（101，82）

（125，100）

（105，85）

（118，73）

（108，89）

（110，95）

（115，96）

角度/（°）

－43.531 1

－5.581 1

14.835 1

12.326 4

35.481 6

16.056 0

42.182 9

表 1 鸡蛋椭圆拟合参数

（a）椭圆体图像 （b）右转 90° （c）左转 90°

图 5 实心椭圆体拟合

中心点/pixel

（249，259）

（242，249）

（242，252）

长短轴/pixel

（219，180）

（219，180）

（219，180）

角度/（°）

－9.965 1

－9.965 1

9.965 1

算法时间/s

二乘法

0.138 1

0.147 3

0.126 8

惯量矩

0.017 9

0.017 6

0.016 7

表 2 实心椭圆检测参数
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